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9.6. Tests about a population proportion: 

The general setting is the following:   

𝒑: the population proportion;   

𝒑𝟎: the particular hypothesized value.   

The statistical description for a testing problem is   

𝑯𝟎: 𝒑 𝒑𝟎 𝒗𝒔 𝑯𝒂: 𝒑 𝒑𝟎 

or 

𝑯𝟎: 𝒑 𝒑𝟎 𝒗𝒔 𝑯𝒂: 𝒑 𝒑𝟎 

or 

𝑯𝟎: 𝒑 𝒑𝟎 𝒗𝒔 𝑯𝒂: 𝒑 𝒑𝟎. 

 

Motivating Example: 

Objective: Determine whether a special promotion has increased the proportion.   

The statistical description for this testing problem is   

𝑯𝟎: 𝒑 𝒑𝟎 𝟎. 𝟐 𝒗𝒔 𝑯𝒂: 𝒑 𝒑𝟎 𝟎. 𝟐 

with   

𝒏 𝟒𝟎𝟎, 𝒑
𝟏𝟎𝟎
𝟒𝟎𝟎

𝟎. 𝟐𝟓, 𝜶 𝟎. 𝟎𝟓. 

 

General Case: Large sample  𝒏𝒑 𝟓, 𝒏 𝟏 𝒑 𝟓   and level of 

significance  𝜶 

𝒛
𝒑 𝒑𝟎

𝝈𝑷

𝒑 𝒑𝟎

𝒑𝟎 𝟏 𝒑𝟎
𝒏

. 

1.  𝑯𝟎: 𝒑 𝒑𝟎 𝒗𝒔 𝑯𝒂: 𝒑 𝒑𝟎: 

  𝒓𝒆𝒋𝒆𝒄𝒕 𝑯𝟎: 𝒛 𝒛𝜶                   

𝒏𝒐𝒕 𝒓𝒆𝒋𝒆𝒄𝒕 𝑯𝟎: 𝒛 𝒛𝜶                     

In addition, 

𝒑 𝒗𝒂𝒍𝒖𝒆 𝑷 𝒁 𝒛 .            

 

2.  𝑯𝟎: 𝒑 𝒑𝟎 𝒗𝒔 𝑯𝒂: 𝒑 𝒑𝟎: 

  𝒓𝒆𝒋𝒆𝒄𝒕 𝑯𝟎: 𝒛 𝒛𝜶                   

 𝒏𝒐𝒕 𝒓𝒆𝒋𝒆𝒄𝒕 𝑯𝟎: 𝒛 𝒛𝜶                       

In addition, 

𝒑 𝒗𝒂𝒍𝒖𝒆 𝑷 𝒁 𝒛 .            

 

 



2 
 

3.  𝑯𝟎: 𝒑 𝒑𝟎 𝒗𝒔 𝑯𝒂: 𝒑 𝒑𝟎: 

   𝒓𝒆𝒋𝒆𝒄𝒕 𝑯𝟎: |𝒛| 𝒛𝜶
𝟐

                   

                     𝒏𝒐𝒕 𝒓𝒆𝒋𝒆𝒄𝒕 𝑯𝟎: |𝒛| 𝒛𝜶
𝟐

                                

In addition,   

         𝒑 𝒗𝒂𝒍𝒖𝒆 𝑷 |𝒁| |𝒛| .      

. 

Confidence interval approach for two‐sided test: 

𝒑𝟎 ∉ 𝒑 𝒛𝜶
𝟐

𝒑 𝟏 𝒑
𝒏

, 𝒑 𝒛𝜶
𝟐

𝒑 𝟏 𝒑
𝒏

⟹ 𝒓𝒆𝒋𝒆𝒄𝒕 𝑯𝟎. 

Note:   

𝝈𝑷
𝒑𝟎 𝟏 𝒑𝟎

𝒏
 

Is the standard deviation of  𝑷, i.e.,  𝝈𝑷 𝑽𝒂𝒓 𝑷 , as  𝒑 𝒑𝟎  (𝑯𝟎  is true). 

 

Note:   
For two‐sided test, the confidence interval method might not be equivalent to the 

other two methods!! 

 

Motivating Example: 

𝒛
𝒑 𝒑𝟎

𝒑𝟎 𝟏 𝒑𝟎
𝒏

𝟎. 𝟐𝟓 𝟎. 𝟐

𝟎. 𝟐 𝟏 𝟎. 𝟐
𝟒𝟎𝟎

𝟐. 𝟓 𝟏. 𝟔𝟒𝟓 𝒛𝟎.𝟎𝟓 𝒛𝜶. 

Therefore, we reject  𝑯𝟎.   

The other approach is to use p‐value.   

𝒑 𝒗𝒂𝒍𝒖𝒆 𝑷 𝒁 𝒛 𝑷 𝒁 𝟐. 𝟓 𝟎. 𝟎𝟎𝟔𝟐 𝟎. 𝟎𝟓 𝜶,     

we reject  𝑯𝟎. 

 

Example 10: 

Consider the following hypothesis test:  𝑯𝟎: 𝒑 𝟎. 𝟖 𝒗𝒔 𝑯𝒂: 𝒑 𝟎. 𝟖. 

A sample of  𝟒𝟎𝟎  provided a sample proportion of  𝟎. 𝟖𝟓𝟑. 

(a) Using  𝜶 𝟎. 𝟎𝟓, what is the conclusion based on classical hypothesis test? 

(b) Using  𝜶 𝟎. 𝟎𝟎𝟏, what is the conclusion based on p‐value? 

[Solution:] 

𝒑𝟎 𝟎. 𝟖, 𝒑 𝟎. 𝟖𝟓𝟑, 𝒛
𝒑 𝒑𝟎

𝒑𝟎 𝟏 𝒑𝟎
𝒏

𝟎. 𝟖𝟓𝟑 𝟎. 𝟖

𝟎. 𝟖 𝟏 𝟎. 𝟖
𝟒𝟎𝟎

𝟐. 𝟔𝟓. 
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(a)    Since   

𝒛 𝟐. 𝟔𝟓 𝟏. 𝟔𝟒𝟓 𝒛𝟎.𝟎𝟓 𝒛𝜶, 

we reject  𝑯𝟎. 

(b)   

𝒑 𝒗𝒂𝒍𝒖𝒆 𝑷 𝒁 𝒛 𝑷 𝒁 𝟐. 𝟔𝟓 𝟎. 𝟎𝟎𝟒 𝟎. 𝟎𝟎𝟏 𝜶,    

we do not reject  𝑯𝟎. 

 

Example 11: 

An official of a large national union claims that the fraction of women in the union 

is not significant different from 𝟎. 𝟓,  𝑯𝟎: 𝒑 𝟎. 𝟓 𝒗𝒔 𝑯𝒂: 𝒑 𝟎. 𝟓. Using the 

sample information reported below,   

𝐒𝐚𝐦𝐩𝐥𝐞 𝐬𝐢𝐳𝐞 𝟒𝟎𝟎

𝐖𝐨𝐦𝐞𝐧 𝟏𝟔𝟖

𝐌𝐞𝐧 𝟐𝟑𝟐

(a) Test the hypothesis at  𝟓%  level of significance using a critical value (classical 

approach). 

(b) Test the hypothesis at  𝟏𝟎%  level of significance using a p‐value. 

(c) Using a confidence interval, test the hypothesis at the  𝟓%  level of significance. 

[Solution:] 

𝒑𝟎 𝟎. 𝟓, 𝒏 𝟒𝟎𝟎, 𝒑
𝟏𝟔𝟖
𝟒𝟎𝟎

𝟎. 𝟒𝟐, 

𝒛
𝒑 𝒑𝟎

𝒑𝟎 𝟏 𝒑𝟎
𝒏

𝟎. 𝟒𝟐 𝟎. 𝟓

𝟎. 𝟓 𝟏 𝟎. 𝟓
𝟒𝟎𝟎

𝟑. 𝟐. 

(a)   

|𝒛| | 𝟑. 𝟐| 𝟑. 𝟐 𝟏. 𝟗𝟔 𝒛𝟎.𝟎𝟐𝟓 𝒛𝜶
𝟐

⟹ 𝒓𝒆𝒋𝒆𝒄𝒕 𝑯𝟎. 

(b) 

𝒑 𝒗𝒂𝒍𝒖𝒆 𝑷 |𝒁| |𝒛| 𝑷 |𝒁| 𝟑. 𝟐 𝟎 𝟎. 𝟏 𝜶 ⟹ 𝒓𝒆𝒋𝒆𝒄𝒕 𝑯𝟎. 

 

(c) A  𝟗𝟓%  (𝜶 𝟎. 𝟎𝟓) confidence interval of  𝒑  is   

𝒑 𝒛𝜶
𝟐

𝒑 𝟏 𝒑
𝒏

𝟎. 𝟒𝟐 𝟏. 𝟗𝟔
𝟎. 𝟒𝟐 𝟏 𝟎. 𝟒𝟐

𝟒𝟎𝟎
𝟎. 𝟑𝟕𝟏, 𝟎. 𝟒𝟔𝟖 . 

Since   

𝒑𝟎 𝟎. 𝟓 ∉ 𝟎. 𝟑𝟕𝟏, 𝟎. 𝟒𝟔𝟖 , 

we reject  𝑯𝟎. 
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Example 12: 

Consider the following hypothesis test, 𝑯𝟎: 𝒑 𝟎. 𝟕𝟓 𝒗𝒔 𝑯𝒂: 𝒑 𝟎. 𝟕𝟓.. 

A sample of  𝟑𝟎𝟎  is selected. Use  𝜶 𝟎. 𝟎𝟓, test the hypothesis based on p‐value 

as:   

(a)  𝒑 𝟎. 𝟔𝟖.   

(b)  𝒑 𝟎. 𝟕𝟕. 

[Solution:] 

(a) 

𝒑𝟎 𝟎. 𝟕𝟓, 𝒏 𝟑𝟎𝟎, 𝒑 𝟎. 𝟔𝟖, 

𝒛
𝒑 𝒑𝟎

𝒑𝟎 𝟏 𝒑𝟎
𝒏

𝟎. 𝟔𝟖 𝟎. 𝟕𝟓

𝟎. 𝟕𝟓 𝟏 𝟎. 𝟕𝟓
𝟑𝟎𝟎

𝟐. 𝟖. 

Then 

𝒑 𝒗𝒂𝒍𝒖𝒆 𝑷 𝒁 𝒛 𝑷 𝒁 𝟐. 𝟖 𝟎. 𝟎𝟎𝟐𝟔 𝟎. 𝟎𝟓 𝜶, 

we reject  𝑯𝟎. 

(b) 

𝒑 𝟎. 𝟕𝟕, 𝒛
𝒑 𝒑𝟎

𝒑𝟎 𝟏 𝒑𝟎
𝒏

𝟎. 𝟕𝟕 𝟎. 𝟕𝟓

𝟎. 𝟕𝟓 𝟏 𝟎. 𝟕𝟓
𝟑𝟎𝟎

𝟎. 𝟖. 

Then 

𝒑 𝒗𝒂𝒍𝒖𝒆 𝑷 𝒁 𝒛 𝑷 𝒁 𝟎. 𝟖 𝟎. 𝟕𝟖𝟖𝟏 𝟎. 𝟎𝟓 𝜶, 

we do not reject  𝑯𝟎. 
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Chapters  𝟖  and  𝟗: Summary 

𝟏 𝜶 ∙ 𝟏𝟎𝟎%  confidence intervals: 

𝒑𝒐𝒊𝒏𝒕 𝒆𝒔𝒕𝒊𝒎𝒂𝒕𝒆  

𝒛𝜶
𝟐

, 𝒕𝒏 𝟏,𝜶 𝟐
∙ 𝒔𝒕𝒂𝒏𝒅𝒂𝒓𝒅 𝒅𝒆𝒗𝒊𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 𝒆𝒓𝒓𝒐𝒓  𝒐𝒇 𝒑𝒐𝒊𝒏𝒕 𝒆𝒔𝒕𝒊𝒎𝒂𝒕𝒆  

 

Hypothesis testing: 

𝐭𝐞𝐬𝐭 𝐬𝐭𝐚𝐭𝐢𝐬𝐭𝐢𝐜 

𝒑𝒐𝒊𝒏𝒕 𝒆𝒔𝒕𝒊𝒎𝒂𝒕𝒆 𝝁𝟎, 𝒑𝟎

𝒔𝒕𝒂𝒏𝒅𝒂𝒓𝒅 𝒅𝒆𝒗𝒊𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 𝒆𝒓𝒓𝒐𝒓  𝒐𝒇 𝒑𝒐𝒊𝒏𝒕 𝒆𝒔𝒕𝒊𝒎𝒂𝒕𝒆 𝒖𝒏𝒅𝒆𝒓 𝑯𝟎 
 

 

Summary table: 

              𝐒𝐚𝐦𝐩𝐥𝐞 𝐌𝐞𝐚𝐧  𝝁  𝐒𝐚𝐦𝐩𝐥𝐞  

𝐏𝐫𝐨𝐩𝐨𝐫𝐭𝐢𝐨𝐧 𝒑   

  𝒏 𝟑𝟎  𝒏 𝟑𝟎, 

𝐧𝐨𝐫𝐦𝐚𝐥 𝐩𝐨𝐩𝐮𝐥𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧 

 

𝐓𝐞𝐬𝐭 𝐒𝐭𝐚𝐭𝐢𝐬𝐭𝐢𝐜 
𝒛

𝒙 𝝁𝟎

𝝈𝑿

or 

𝒛
𝒙 𝝁𝟎

𝒔𝑿

𝒕
𝒙 𝝁𝟎

𝒔𝑿
  𝒛

𝒑 𝒑𝟎

𝝈𝑷
 

𝐂𝐥𝐚𝐬𝐬𝐢𝐜𝐚𝐥  

𝐚𝐩𝐩𝐫𝐨𝐚𝐜𝐡 

𝐜𝐫𝐢𝐭𝐢𝐜𝐚𝐥 𝐯𝐚𝐥𝐮𝐞𝐬  

𝒛𝜶, 𝒛𝜶, 𝒛𝜶
𝟐

 

𝒕𝒏 𝟏,𝜶, 𝒕𝒏 𝟏,𝜶, 𝒕𝒏 𝟏,𝜶 𝟐

 

𝒛𝜶, 𝒛𝜶, 𝒛𝜶
𝟐
 

 

𝐃𝐢𝐬𝐭𝐫𝐢𝐛𝐮𝐭𝐢𝐨𝐧

𝐩 𝐯𝐚𝐥𝐮𝐞  

𝒁  𝑻 𝒏 𝟏   𝒁 

𝐂. 𝐈.  𝒙 𝒛𝜶
𝟐

𝝈𝑿 

or 

𝒙 𝒛𝜶
𝟐

𝒔𝑿 

𝒙 𝒕𝒏 𝟏,𝜶 𝟐
𝒔𝑿  𝒑 𝒛𝜶

𝟐
𝒔𝑷 

 

 

 

 

 

 


